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1 EPR iiber zusammengesetzte Systeme

Einstein, Podolsky und Rosen weisen in ,,Can quantum mechanical descrip-
tion of physical reality be considered complete?“ (1935) darauf hin, dass
bei einem System, das aus zwei raumartig getrennten Teilsystemen besteht,
eine Messung an Teilsystem 1 moglicherweise dazu fithrt, dass in Teilsystem
2 ein Zustand induziert wird, der streuungsfrei Eigenschaften annimmt, die
vor der Messung mit einer Varianz behaftet waren.

EPR halten eine gespenstische Fernwirkung fiir unplausibel und schlieflen
daher, dass der Zustand p, der in der SQT zur Charakterisierung des Sys-
tems verwendet wird, nur eine unvollstéindige Beschreibung sein kann. Eigen-
schaften, die durch weit entfernte Messungen hervorgerufen werden, miissen
bereits vor der Messung vorgelegen haben, genauer:

1. Realismuskriterium: Wenn der Wert einer Messgrofie ohne Stérung des
Systems ermittelt werden kann, dann ist dieser Wert ein Element der
Realitat.

2. Vollstindigkeitskriterium: Eine physikalische Theorie ist genau dann
vollsténdig, wenn jedes Element der Realitédt im Formalismus der Theo-
rie dargestellt ist.

3. Finstein-Kausalitdt: Lokale Storungen, z.B. eine Messung, breiten sich
nicht schneller als Licht aus.

EPR verwendeten fiir ihre Diskussion die Zweiteilchen-Wellenfunktion

Y(x,y) =d(x —y—r)

(mit festen scharfem Teilchenabstand r). Diese eignet sich auf Grund ihrer
NIcht-Normierbarkeit allerdings nicht zur Konstruktion eines Wahrschein-
lichkeitsraums.

Bohm schlug als Alternative den Singlet-Zustand eines Systems aus zwei
Spin-1/2-Teilchen, also H = L?(R3) ® L?*(R3) ® C? ® C2, vor. Dieser ist der
reine Zustand p = ¥ (¢, ) zu einem Vektor des Typs
YV=fRgR(e1®e — eaReq),
le5 1ff. aus der VO ,Das Quantenmessproblem®, G. Griibl, $S2010




wobei f,g € L?(R3)\ 0 in weit voreinander entfernten Gebieten lokalisiert
sind und (e, e2) eine ONB von C? ist. Dieser Zustand realisiert die Idee von
EPR, Messungen in weit voneinander entfernten Gebieten zu betrachten.
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Abbildung 1: Weit voneinander entfernte Spin-Messungen

Wir werden sehen, dass bei einer Spin-Messung an einem der beiden Teilsys-
teme die beiden moglichen Messwerte 1 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit

pi(e) = p2(n) = %

auftreten. Misst man hingegen an beiden Teilsystemen gleichzeitig, ergibt

sich
1 —encosf
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mit 6 € [0, 7] dem Winkel zwischen den Richtungsvektoren der beiden Stern-
Gerlach-Apparate. Damit ist sofort ersichtlich, dass die beiden Messungen
(aufler fiir den Fall § = 7/2) nicht stochastisch unabhéngig sind.

p12(en) =

Dies fithrt unweigerlich auf ein Konsistenzproblem: nach der Kopenhage-
ner Deutung entstehen die Messwerte erst im Augenblick der Messung im
Bereich des Apparates durch eine zufillige Entscheidung. Fiir 8 = 0 ergibt
sich aber eine strikte Antikorrelation zwischen den beiden Spin-Messungen,
p1,2(€e = —n) = 1. Wie kann aber eine Entscheidung {iber 7 im Augenblick
der Messung von € mit Sicherheit fallen, wenn keine Ubertragung mit Uber-
lichtgeschwindigkeit moglich ist und der Wert von € nicht schon vor der
Messung feststand?

Bell und EPR sehen das als Hinweis auf die Unvollstéandigkeit der SQT
und vermuten die Existenz weiterer, den Zustand bestimmender Groéflen,
der sog. ,verborgenen Parameter.



2 Spinsinglett

Sei H = C? ® C% und e = (e1, e2) sei eine ONB von C2. Der (reine) Dichte-
operator p = x(x, ) mit

_1

ARG

heifit Spinsinglettt-Zustand. Die beiden Teilsysteme von Observablen

(e1®ez — ea®ey)

{A®id: A€ Ly(C?*} und {id® A: A € L,(C?)}

seien in kompakten, weit voneinander entfernten Raumgebieten T und U fest
lokalisiert, d.h. bis auf kleine Fehler seien die entsprechenden Stern-Gerlach-
Apparate auf diese Gebiete eingeschrénkt (fiir die Formulierung dieser Be-
dingung brauchte man eigentlich noch die beiden Ortswellenfunktionen, cf.
oben).

Sei a € S? und @ = a10' + ago? + azo® mit den Pauli-Matrizen

(01 » (0 —i 5 (10
"_(10 7= o 7=\ -1)°

Damit gilt o(a) = {1,—1}. Wir betrachten nun die beiden Observablen
A=a®idund B =id ® b mit [4,B] = 0 Va,b € S? und bestimmen das
iterierte W-Maf Wf B,

Satz 1. Sei p der Spinsinglett-Zustand, A = a @ id und B = id ® b. Dann
gilt mit cosd = a - b fiir alle e,n € {1,—1}
1 —encosf
WP ({(e.m)}) = Sp (PP p) = —— ——
Beweis. Mit der Abkiirzung (A) = Sp(Ap) und P% = (1 + €a)/2 schreiben

wir
1

(PAPP) = <(z’d ted)® (id + n5)>

1 - -
=2 <id®id+e&®id+id®nb+e&®nb>
Nun betrachten wir die einzelnen Beitrége und erhalten

1. (id®1id)y = Sp(p) =1

2. fiir die Mischterme

1
a d = —
(a®id) 2
1

=3 (er, ier) + (e2,dea)) = %Sp(d) —0

(e1®ex—ea®er), a®id (e1 ® ey — ez D ey))

(analog fiir (id ® b))



3. und fiir den letzten Term
.= 1 =
<a®b> :§<(e1®62—62®e1), a®b (61®€2—62®61)>

- <<e1,de1)(62,562> — {e1, aes)(ez,be) + [a < BD

T2
:% (—a3b3 — (a1 - ia2) (b1 + ib2) + [EL <> BD
:% <—a3b3 —a'b' —a?v? +i (a2b1 — a1b2) + [EL > ISD
=—a-b.
Damit erhalten wir
(PAPBY — 1—ena-b
€ n 4 *

O]

Satz 2. Sei p der Spinsinglett-Zustand, A = a®id und B = id®b mit a,b €
S%. Dann gilt (A), = (B), =0, Ay)A=A,B =1 und (AB), = — cos¥.

Beweis. Die Erwartungswerte sieht man bei Betrachtung der Mischterme
des Beweises zu Satz 1 (Punkt 2). Die Varianzen (ApA)2 = (A4?%), — (A)*

p
ergeben sich aus @ = id und Punkt 1 des Beweises und (AB), entspricht
gerade Punkt 3. O

Wegen (A), = (B), = 0 und A,A = A,B = 1 stimmt (AB), mit dem
Korrelationskoeflizienten
(A= (A),) (B—(B)y)),
A,AAN,B

iiberein.

Da die beiden Observablen A und B kommutieren, konnen diese gemeinsam
mit zwei Stern-Gerlach-Apparaten, die im jeweiligen Gebiet fest lokalisiert
sind, gemessen werden. Der Ereignisraum einer solchen Messung ist

E= {(6777) : 6777:i1}

Das entsprechende W-Mafl W, : £ — [0, 1] ist durch die Wahrscheinlich-

keitsfunktion
1—ena-b

pa,b(ea"?) = 4

gegeben, welches sich fiir a - b = cos @ zu

Lgin2(6/2 fiir e =
Pe(@ﬁ) = % 2( / ) .. !
5cos”(0/2) fire#n

4



umschreiben lasst. An dieser Notation sieht man sofort

1 1
Wole=+1)=3  Wyly==1)=

Wale =) =sin? (3) Wae ) —cos? ().

Betrachten wir noch die Wahrscheinlichkeit fiir ¢ = 1 unter der Bedingung
n = 1. Diese ist

o o o pg(l,l) . 0
Wyle=1n=1)= o) + o<1 1) sin? <2> )

Also gilt Wy(e = 1ln = 1) = Wy(e = 1) genau dann, wenn 6 = /2.
Insbesondere gilt fiir § = 0, also a = b, Wy(e = 1jn = 1) = 0, die strikte
Antikorrelation.

3 Kolmogorov-Simulation

Nun fithren wir fiir die quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten folgende
Kolmogorov-Simulationen ein.
Definition 1. Sei By = {a®id: a € S*} und By = {id®a: a € S*}. Dann
gilt fir (A, B) € E1 X Es, dass [A,B] =0 und 0(A) = o(B) = {1, —1}. Sei
(Q, W) ein endlicher W-raum. FEine Abbildung

C:Ey x By — Abb(Q: {1, -1} x {1, -1}) mit W, = Weap)

fir alle (A, B) € Ey x Ey heif$t kontextuelle Kolmogorov-Simulation der
Spinkorrelation des Zustands p.

Fiir a,b € S? schreibt man

C (d & id7 1d @ B) = (fa,b7ga7b) mit fa,baga,b Q= {L _1}

Sind die beiden Gebiete, in denen die Messungen von A und B vorgenommen
werden, weit voneinander entfernt, darf die Wahl von b auf den Wert der
Messung von A keinen Einfluss haben. Fiir die Funktionen der Kolmogorov-
Simulation heifit das f,p(w) = fop(w) Vb, b € S? (analog fiir g).

Definition 2. Sei C eine kontextuelle Kolmogorov-Simulation der Spin-
korrelation von p. Existiert fiir jedes Paar (a,b) € S* x S? ein Paar von
Funktionen (fq,qp) : Q@ — {1,—1} x {1, -1}, sodass

C(a@idid®b) = (fu )

fiir alle a,b € S? gilt, dann heifit C lokale Kolmogorov-Simulation der Spin-
korrelation von p.



Fiir den Spinsinglett-Zustand hat eine solche lokale Kolmogorov-Simulation
die spezielle Eigenschaft f, = —g, (cf. unten), die wir uns im folgenden Satz
zu Nutze machen.

Satz 3. Ist C eine lokale Kolmogorov-Simulation der Spinkorrelation des
Spinsinglett-Zustands auf dem endlichen W-raum (Q, W), dann gibt es fir
jedes a € S? eine Funktion f, : Q — {1,—1}, sodass fiir alle a,b € S? gilt

E(fafy) =a-b.
Beweis. Ist p der Spinsinglett-Zustand, ist fiir a = b die Verteilung auf
{(1,-1),(—=1,1)} lokalisiert, d.h.
W ({w: ful) = —ga()}) = 1

und damit f, = —g, fast iiberall. Also muss fiir eine lokale Kolmogorov-
Simulation der Spinkorrelation des Spinsinglett-Zustands gelten

WAE(X) =W ({w : (fa(w), —fo(w)) € X})
mit X C {1,—1} x {1, —1}. Nun schreiben wir das Produkt der Operatoren
A, B in Form ihrer spektralen Projektionen, also
AB=a®b= Y _ eP PP,
e,n==x1

und koénnen damit einen Zusammenhang zwischen der quantenmechani-
schen Korrelationsfunktion und den Erwartungswerten der Kolmogorov-
Simulation herstellen, ndmlich so:

—a-b=Sp(ABp) = Z en Sp (PeApr)

e,n==x1
= > W ({w: falw) =€ —filw) =n})
e,n==x1
=—E(fufs)

4 Bells Theorem

Damit bewaffnet konnen wir nun Bells Theorem formulieren und den ent-
sprechenden Beweis fiihren.

Satz 4. Die Spinkorrelation des Singlettzustandes p besitzt keine lokale
Kolmogorov-Simulation. D.h. es existiert kein endlicher W-raum (2, W) mit
Funktionen fq,gq : Q@ — {1, =1} fiir alle a € S?, sodass fiir alle a,b € S?
und fir alle e,n € {1,—1}

_l—ena-b

W ({w € Q: folw) = € gyle) =) = —

=W, ({e,n}).



Um den Beweis fithren zu kénnen brauchen wir zunéchst noch Bells Unglei-
chung, die auch Bell selbst fiir seinen urspriinglichen Beweis verwendete.

Satz 5. Sei (Q,W) ein endlicher W-raum mit Funktionen f,g,h : Q —
{1,—1}. Dann gilt
[E(fg) —E(fh)| <1—E(gh).

Beweis. Wir beniitzten die Dreiecksungleichung fiir den Erwartungswert,
dessen Linearitéit, > =1 und 1 — gh > 0:

E(fg) —E(fR)| =E(f(g—h)I <E(flg—n])=E((g—h))
=E (lg(1 = gh)|) =E (|1 = gh|) =1 - E(gh)

Damit konnen wir nun Bells Theorem beweisen.

Beweis. Seien a,b,c € S?. Gibt es eine lokale Kolmogorov-Simulation der
Spinkorrelation des Singlett-Zustands, dann gilt fiir die Funktionen f,, f, fe
einen solchen Bells Ungleichung, also

|E(fafb) - E(fafc)| <1- E(fbfc)
Daraus folgt mit dem Ergebnis von Satz 3, E(f,f,) =z -yVz,y € S?,
la-b—a-c/<1-b-c

Wir wihlen nun die drei Vektoren koplanar und so, dass a - ¢ = cosf und
a-b="b-c=cos(f/2). Damit wird die Ungleichung zu

|cos(0/2) — cosf| < 1 — cos(0/2)

und Abb. 2 zeigt uns, dass diese fiir alle 6 € (0,7) verletzt und an den
Randpunkten gerade geséttigt ist. D.h. eine lokale Kolmogorov-Simulation
der Spinkorrelation des Singlett-Zustands ist ausgeschlossen. O
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Abbildung 2: Verletzung der Bell-Ungleichung (LS rot, RS blau)



