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1 Einleitung

Die Schwarzschild-Metrik (in der engl. Literatur Schwarzschild solution) war
die erste bekannte analytische Losung der Einstein-Gleichungen,

1
R;u/ - §guuR = K'Tw/- (1)

Sie wurde vom deutschen Astronomen und Physiker K. Schwarzschild!] 1916
- kurz nach Einsteins Veroffentlichung - publiziert und stellt die Vaku-
umlésung (7, = 0) im Aufenraum einer sphérisch symmetrischen, sta-
tiondren Massenverteilung dar.

2 Voraussetzungen aus der Differentialgeometrie

Dieser Abschnitt soll (nur) einen kurzen Abriss iiber die zur Berechnung der
Schwarzschild-Metrik notwendigen Objekte aus der Differentialgeometrie ge-
ben und deren Notation einfiihren, jedoch keine ausfiihrlichen Herleitungen
und Beweise présentieren. Als ausfiihrliche Literatur ldsst sich z.B. [2] her-
anziehen.

2.1 Metrik

Die Lorentz-Transformationen L} (Poincaré-Gruppe) in der speziellen Re-
lativitétstheorie sind jene Transformationen (z/)" = Lyz" , die die Grofe

ds? = —dt? + d?,

wobei t € R, # € R3, ¢ = 1 und die Vorzeichenkonvention in Kongruenz mit
[1] gew&hlt ist, invariant lassen. Mit Hilfe der Minkowski-Metrik

g = diag(—1,1,1,1)
léasst sich ds? als
ds? = G datda”

schrieben. In der speziellen Relativitdtstheorie (flacher Raum) hat die Metrik
in jedem Punkt des Raumes den selben Wert. Im Falle von gekriimmten
Geometrien kann der lokale Ausdruck des metrischen Tensors (der Metrik)
guv von den Raumpunkten abhéingen und auch nicht-diagonle Terme haben.

'Karl Schwarzschild (* 9.10.1873, +11.05.1916), [3]



2.2 Christoffel-Symbole

Die Christoffel-Symbole sind eine Funktion der Ableitungen der Metrik und
wie folgt definiert:

1
Fl:)\ = §gMP (aﬂg)\p + akgpn - 8pg,§)\) = Fl;\’ﬂ (2)

Man fiihrt sie ein, um eine Ableitung D,, (kovariante Ableitung) bilden zu
konnen, sodass die Objekte Dy A® und D, Ag unter allgemeinen Koordina-
tenwechseln ihre Tensoreigenschaft behalten.

2.3 Riemann- und Ricci-Tensor

Aus den Christoffel-Symbolen und deren Ableitungen lédsst sich der Rie-
mann’sche Kriimmungstensor
Rl:/\a = 6>\Flf:a - 804Ff:)\ + Fl/\Lo-FZoz - Fga g)\ (3)
bilden. Durch Kontraktion l&sst sich aus dem Riemann-Tensor der Ricci-
Tensor gewinnen, der in den Einstein-Gleichungen auftritt,
R, =R, 4
pr — tludve ( )
Durch weitere Kontraktion bzw. voriges Index-Ziehen ergibt sich der Kriimmungs-

skalar

3 Herleitung der Schwarzschild-Metrik

Nachdem nun alle benétigten differentialgeometrischen Objekte kurz be-
leuchtet wurden, kénnen wir uns an die Berechnung der Schwarzschild-
Metrik wagen.

Wir wollen die Metrik im Auflenraum einer rotationssymmetrischen, sta-
tiondren Massenverteilung berechnen, wéhlen also Kugelkoordinaten

at = (t,r,0,¢).

Die postulierte Invarianz unter Raum- und Zeitspiegelung impliziert dann,
dass nur die Diagonalterme der Metrik von Null verschieden sein diirfen
(Es diirfen in den Linienelementen nur quadratische Terme der Koordinaten
vorkommen, da diese unter Spiegelung x# — —x* invariant sind). D.h. wir
konnen fiir das infinitesimale Linienelement den Ansatz

ds? = —Adt? + Bdr? + Cr?d6? + Dr?sin? 0dp?



mit A, B,C, D : [0, 00] — R Funktionen von r wéhlen, wobei wir
A(r)=B(r)=C(r)=D(r) =1 fiir r — oo

fordern. Weit entfernt von der Masse, die die gekriimmte Metrik induziert,
soll diese also in die flache Minkowski-Raumzeit {ibergehen. Die geforderte
Rotationssymmetrie des Problems impliziert weiters

C(r) = D(r) vor.
Wir wéhlen nun eine Reparametrisierung der Radialkoordinate

7= +/C(r)r womit Cr? = 7.

dC(r)
\/7—’_ 1/ r dr

Mit

wird

)
Bdr? = (M )+ —— di(r) ) di? = Bdi
2./C 'r ‘A

und wir erhalten fiir das Linienelement (von nun an ohne Tilde)
ds® = —Adt* + Bdr® + r* (d6° + sin® 6dp?) .

Damit lassen sich nun die Christoffel-Symbole berechnen. Das kénnten wir
maschinell erledigen, indem wir die Definition der F‘; 4 von oben anschreiben
und diese, nachdem der Ansatz der Metrik ja gegeben ist, fiir alle u, k, A
ausrechnen. Sehr viele der 4% = 64 Eintriige in den Christoffel-Symbolen sind
aber gleich null, daher entschliefen wir uns fiir einen anderen Weg: Kennen
wir alle Geodéten, parametrisiert durch o,

oy " .A.,{_
P+ 27" =0,

sind die Christoffel-Symbole durch diese eindeutig festgelegt. Geodéiten sind
jene Kurven, die den Raumzeit-Abstand extremal werden lassen. Damit er-
gibt sich die Variation zu

dx”dx
8/gw/ o do c=0

und wir konnen fiir unseren Fall
8/ (—Ai2 + Br? +r? (92 + sin? 9gb2)> do = 8/Fd0

anschrieben. Uber die Euler-Lagrange-Gleichungen lassen sich nun jene Kur-
ven (Geoditen) finden, die die Variation des obigen Ausdrucks zum Ver-
schwinden bringen. Wir haben also

d OF  OF

do 9t~ dam
und p € {0,1,2,3}. Der Punkt bezeichnet die Differentiation nach o.

(6)



Fiir p = 0 haben wir damit:

d .
— (—24t) =
3 (724 =0
i (224)i = o
A\ Oor B
. A
Der Strich bezeichnet die Differentiation nach r. Fiir = 1:
d . .
—(2Bi) = —AP+BP?+2 (92 + sin? 0¢2>
o
2Bi +2B'7? = AP+ B+ 2 (0% + sin 05%)
A ! T r
0 = & 7t2 7.2_792_7.20.2
"Tep" T BT B
Fiir p = 2:
— (2r 9) = 2r°sinfcosfy
do
2r20 + 4170 = 2r’sin 6 cos Hp>
.9 .
0+ ;7’"9 —sinfcosfp? = 0
Und fiir g = 3:
% (27‘2 sin? 9¢) =0
(2r2 sin? 0) @+ 29 (27‘1’" sin? @ + 2% sin 6 cos 99) =0

2 .
P+ —ro+2cotffy = 0
r

Aus den jeweils letzten Zeilen lassen sich die Christoffel-Symbole nun durch
Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Geodéatengleichung ermitteln. Da-
bei ist zu beachten, dass es fiir die gemischten Terme (i"i") zwei Christoffel-
Symbole (T*, und T’y ) gibt, die den selben Wert haben, weshalb sich die
Koeffizienten dieser Terme auf die beiden aufteilen. Die Tabelle zeigt alle
nichtverschwindenden Christoffel-Symbole. Alle andren ng sind null.

nwok A ' n KA I

0 1 0 AT/2A 2 1 2 1/r

0 0 1 A'J2A 2 3 3| —sinfcosh
1 0 0 A'J2B 3 1 3 1/r

1 1 1| B/2B 3 3 1 1/r

1 2 2 —r/B 3 2 3 cot 0

1 3 3| (—r/B)sin?6 3 3 2 cot

2 2 1 1/r




Wir fithren nun die Grofle
V—g =7?|sinf|VAB
als Wurzel aus —g = — det(g) der Metrik ein und beobachten
dglog\/—g = PZB’

namlich y B
2
logy/—g=D" = 4 2
Orlog m=o4t gty
= 0, log(r?|sin 0|V AB)

111, ,
_2;+§E(AB+AB)

und
dalog /=g =T",,y = cot 0

= Oplog | sin 6|

1 . B
= m@ (sinf) cosf = cot 0,

wobei
1 x>0

Or)=< -1 z<0.
0 z=0

Als néchstes kiilmmern wir uns um eine Vereinfachung der Einstein-Gleichungen
im Vakuumfall (7}, = 0). Dazu multiplizieren wir diese mit der inversen Me-
trik und erhalten

1
g <Rw/ - 2Rg;w> = Kguypr
Daraus ergibt sich mit g"” R, = R und g""g,, = trly =4
R = —rT}
bzw. X
R,ul/ =K <T,LLV — 29HVTO¢a>

und im Vakuumffall
R,, =0.

Nun schreiben wir den Ricci-Tensor als Kontraktion des Riemann-Tensors
an und erhalten

R#l/ = Rl);)\u = aAFi\LV - 6Vrl>;>\ + F§U ZV - Fl)’\ff Z)\

= —0,0,log/—g + aArfW - gurgy +19,0-log V=g



Fiir p = v = 0 erhalten wir damit

A A/2 A (A B2
2(23) 2AB+<2A++ >

1 A'B" A% 24
=3B (A"— —+> =0,

2B 2A r
fiir 4 = v =1 analog

Rll = — 8% log \/jg + 811—1%1 - Fglrgl - F%lr%l
— T3, 03 —T3T3, +T},01log v/—g

1 A'B A% 2AB
( A"+ +—+ ) =0

24 2B 2A Br

Aus

A AB'
23R00—|—2AR11—2< >:0
T rB

erhalten wir

rB (AB)

und damit
AB = const.,

wobei der Wert der Konstante iiber die Forderung A(r) = B(r) = 1 fiir
r — oo bestimmt wird, womit wir

1
B=3

flir den Zusammenhang zwischen A und B feststellen. Nun betrachten wir
R, fiir p=v=2:

Roy = — 03log\/—g + T3y — 2T'5,T%,
— 3,135 + T'901 log /=g
r

=—0gcotl — (E>/+%—00t29

r (2 (AB)"\ _
~B < *oap ) 7!
Mit (AB)" = 0 von oben wird dieser Ausdruck zu

(%)l = — (agcoté’—i—cotQH) =1



Durch Integration erhalten wir

=r—rs

o =

(rs ist die Integrationskonstante)und damit fiir A und B
T s\ 1
A=1-"1 Bz(l——) .
r r
Nun kénnen wir die Schwarzschild-Metrik als
1

ds? = — (1 — %) de? + @dr2 + 72 (d92 + sin Hdg)?)

anschreiben, wobei sich die Integrationskonstante iiber die Forderung, dass
die das 00-Element der Metrik im Fernfeld in das klassische Gravitations-
potential iibergehen soll, bestimmen ldsst. Die Konstante wird dann als
Schwarzschild-Radius bezeichnet.

In weiterer Folge kann man durch geschickte Koordinatentransformationen
die Singularitdt an der Stelle r = r, in der Metrik heben.

Die Schwarzschild-Metrik kann verwendet werden um die Lichtablenkung
im Gravitationsfeld oder die Periheldrehung des Merkur zu betrachten.
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